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Аннотация. 
Актуальность и цели. Множества нелинейных уравнений в частных произ-

водных, обладающих парой Лакса, являются либо точно интегрируемыми, ли-
бо уравнениями, допускающими богатые классы точных решений. Наиболее 
интересны с практической точки зрения исследования, способствующие раз-
витию новых математических методов анализа нелинейных дифференциаль-
ных уравнений, в частности математической теории солитонов, которая имеет 
огромные перспективы в различных приложениях. Малоисследованным явля-
ется обширный класс нелинейных многокомпонентных уравнений, имеющих 
важность прикладного характера. Целью настоящей статьи является анализ 
такого типа нелинейных уравнений, в частности уравнения трехволнового 
взаимодействия, а также построение их точных решений. 

Материалы и методы. Анализ рассматриваемых нелинейных уравнений  
в частных производных, полученных при помощи операторного уравнения 
Лакса с дифференциальными операторами первого порядка и матричными ко-
эффициентами третьего порядка, выполняется с помощью замены перемен-
ных. Данный метод позволяет классифицировать их по главной линейной ча-
сти и привести исходные уравнения к более простому, эквивалентному виду, 
облегчающему дальнейшие исследования. Для отыскания точных решений 
применяется метод бегущих волн. 

Результаты. Исследуемые нелинейные уравнения в частных производных 
второго порядка с логарифмической нелинейностью относятся к классу уравне-
ний Клейна – Гордона и с помощью замены переменных их линейная часть пре-
образуется к гиперболическому виду. Найдены интегральные решения исследу-
емых уравнений в виде бегущих волн и решения, заданные неявно в виде ряда. 

Выводы. Результаты представляют интерес для изучения нелинейных диф-
ференциальных уравнений, обладающих парой Лакса, и могут использоваться 
при решении прикладных задач физики и техники. Данные результаты расши-
ряют область возможностей для изучения задач математической теории соли-
тонов и могут послужить основой для дальнейшего исследования и нахожде-
ния решений уравнений данного типа. 

Ключевые слова: нелинейные уравнения в частных производных, опера-
торное уравнение Лакса, пара Лакса, нелинейные гиперболические уравнения, 
решения в виде бегущих волн. 
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Abstract.  
Background. A plurality of nonlinear equations in partial derivatives having a 

Lax pair are either exactly integrable or equations that allow rich classes of exact so-
lutions. The most interesting studies from a practical point of view were the devel-
opment of new mathematical methods of analysis of non-linear differential equa-
tions, in particular, mathematical theory of solitons, which had huge prospects in 
various applications. Little research is the extensive class of nonlinear many-
component equations of applied importance. The purpose of this article is to analyse 
this type of nonlinear equations, in particular the equation of three-wave interaction, 
as well as the structure of their exact solutions. 

Materials and methods. Analysis of the considered nonlinear equations in the 
partial derivatives obtained by the Lax operator equation with first-order differential 
operators and third-order matrix coefficients is performed by variable substitution. 
This method allows them to be classified according to the main linear part and the 
initial equations to a simpler, equivalent species, which will be subject to further re-
search. The traveling wave method is used to find accurate solutions. 

Results. The studied nonlinear equations in the partial derivatives of the second-
row with logarithmic nonlinearity belong to the Klein-Gordon class of equations 
and by replacing the variables their li-nee part is transformed to the hyperbolic spe-
cies. Integral solutions of the studied equations in the form of traveling waves and 
solutions given implicitly in the form of a series have been found. 

Conclusions. The results are of interest for the study of nonlinear differential 
equations having a Lax pair and can be used in solving applied problems of physics 
and engineering. These results provide an area of opportunity for studying problems 
of mathematical theory of solitons and can serve as a basis for further research and 
finding solutions to equations of this type. 

Keywords: nonlinear equations in partial derivatives, Lax operator equation, 
Lax pair, nonlinear hyperbolic equations, solutions in the form of traveling waves. 

Введение 
Большинство нелинейных уравнений в частных производных, описыва-

емых и исследуемых методами солитонной математики, получены с помо-
щью операторного уравнения Лакса или уравнения нулевой кривизны, кото-
рые являются условием совместности пары линейных дифференциальных си-
стем [1–3]. Всестороннее и углубленное изучение показало случай, когда для 
получения таких уравнений применялись системы второго порядка [4–7]. 
Менее исследован случай, когда размерность систем n ≥ 3, который зачастую 
ведет к сильно переопределенным условиям [8]. Малоизучен класс нелиней-
ных многокомпонентных уравнений, имеющих важность прикладного харак-
тера [9–12]. В работе [13] показана возможность использования линейных си-
стем третьего порядка для получения нелинейных уравнений в частных про-
изводных, связанных с теорией солитонной математики, на случай много-
компонентных нелинейных уравнений, в частности уравнений трехволнового 
взаимодействия. В настоящей работе проведен анализ уравнений, получен-
ных в работе [13], а также найдены некоторые точные решения в виде бегу-
щих волн. 

1. Материал и методика 
Идея, лежащая в основе работы Лакса [14], заключается в том, что не-

линейное уравнение 
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[ ], ,tL L A LA AL= = −  

где [ ],L A LA AL= −  – коммутатор операторов L и A, L и A – операторная пара 
Лакса, эквивалентно системе линейных уравнений: 

,Lϕ = μϕ  
,t Aϕ = − ϕ  

где L и A – линейные дифференциальные операторы. Для оператора L постав-
лена спектральная задача (ϕ  – собственная функция, μ  – собственное значе-
ние оператора L), оператор A определяет эволюцию собственных функций по 
времени. 

В работе [13] авторами показано, что уравнение Лакса сводится к си-
стеме девяти уравнений, порядок которой можно понизить и свести к одному 
нелинейному уравнению в частных производных. В работе продемонстриро-
ваны примеры вывода нелинейных уравнений в частных производных и 
определение их пары Лакса в двух случаях: когда главный дифференциаль-
ный коэффициент рассматривается в виде нижнетреугольной матрицы и в 
случае, если постоянная матрица имеет диагональный вид. В результате по-
лучены нелинейные уравнения в частных производных второго порядка с ло-
гарифмической нелинейностью.  

Рассмотрим следующие уравнения: 
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где ,ijα  ijβ  – параметры квадратных матриц третьего порядка ( ) ,ijα = α  

( ) ,ijβ = β  , 1,2,3,i j =  операторов L и A в уравнении Лакса соответственно, 

, , constij ij kα β − . 

2. Анализ гиперболических уравнений 
Уравнения (1)–(6) относятся к классу уравнений Клейна – Гордона [15]: 

( , , )xt t xu F u u u= . 

Утверждение 1. Уравнение (1) с помощью замены переменных  

31 11 31 32 21 11( , ) ( , ), (2 ) , 2 ,u x t u x k t x k t→ ξ η ξ = α − α α −α α η = − α  

преобразуется к гиперболическому виду 

 32 21

11
[1 2ln ] 0

8
u u u uξ ηξ

α α
+ − =

α
.  (7) 

Доказательство. Перейдем в (1) в линейной части к переменным х, t, 
используя представление дифференциального оператора 

 112k
x t z
∂ ∂ ∂α + =
∂ ∂ ∂

,  (8) 

а нелинейную часть оставим без изменения, тогда уравнение перепишется  
в виде 

2
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Линейная часть вторых производных с постоянными коэффициентами 
может быть преобразована к одному из канонических видов с помощью ха-
рактеристик. Составим характеристическое уравнение для линейной части: 

2
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11 11
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dt dtk
dx dx k

 α α α α α −α α − α − + =   α α   
, 

имеются две действительные характеристики 
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α
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Следовательно, замена переменных приведет уравнение к гиперболиче-
скому виду. Выполним замену: 

31 11 31 32 21 11( , ) ( , ), (2 ) , 2 .u x t u x k t x k t→ ξ η ξ = α − α α −α α η = − α  
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31 11 31 32 21 11, (2 ) 2 ,x tu u u u k u k uξ η ξ η= α + = − α α −α α − α  

( )231 312 ,xxu u u uξξ ηξ ηη= α + α +  

31 11 31 32 21 11 31 32 21 11(2 ) (4 ) 2 ,xtu k u k u k uξξ ηξ ηη= −α α α −α α − α α −α α − α  

2 2 2 2
11 31 32 21 11 11 31 32 21 11(2 ) 4 (2 ) 4( ) ,ttu k u k u k uξξ ηξ ηη= α α −α α + α α α −α α + α  

и уравнение примет вид 
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после сокращения на 
2

32 21

11

( )
2

k α α
α

 уравнение примет гиперболический вид 

(7). Теорема доказана. 
Следствие 1. Уравнение (7) при замене функции 

 ( , )( , ) vu e ξ ηξ η = ,  (9) 

где ( , )v ξ η  – новая неизвестная функция, примет вид 

 32 21

11
[1 2 ]

8
vv e v v v vηξ ξ ξ η

α α
= + −

α
.  (10) 

Уравнение (2) уже имеет канонический вид гиперболического типа, так 
как оператор (8) задает переход от независимых переменных х, t к перемен-
ным z, t: 

11( , ) ( , ), 2 .u x t u z t z x k t→ = − α  
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Аналогичные рассуждения относятся и к уравнению (3). 
Лемма. Уравнения (2), (3) имеют канонический вид гиперболического 

типа. 
Утверждение 2. Уравнение (4) с помощью замены переменных  

31 11 31 32 21 11( , ) ( , ), (2 ) , 2 ,u x t u x k t x k t→ ξ η ξ = α − α α −α α η = − α  

преобразуется к гиперболическому виду 

 ( ) 2ln ( ) 0a b u u uξ ξη+ − = ,  (11) 

где 
2
31 32 21 32 21

3 411 32 21 11 11

1 ,
2 8 8

a b
 α α α α α

− = =  α α α α α 
. 

Доказательство проводится аналогично теореме 1. 
Следствие 2. Уравнение (11) при замене функции (9) примет вид 

 ( ) vv a bv e v v vηξ ξ ξ η= + − .  (12) 

Уравнение (5) в переменных х, t имеет вид 

 221
11 11 11

11
[2 ] 3( ) (ln ) 4 (ln ) (ln ) 0

2 x t xx xt tt
k k u u k u k u uα α + + α + α + =

α
.  (13) 

Утверждение 3. Уравнение (13) с помощью замены переменных  
( , )

11 11( , ) , , 3 ,vu x t e k t x k t xξ η→ ξ = α − η = α −  

преобразуется к гиперболическому виду: 

 21
2
11

[ ]
8

vv e v vηξ η ξ
α= −
α

.  (14) 

Доказательство. Выполним в уравнении (13) замену функции так, что-
бы вторые производные давали линейную часть, т.е. 

( , )( , ) vu x t e ξ η→ , 

где ( ( , ), ( , ))v x t x tξ η  – новая неизвестная функция, а новые переменные ,ξ η  
преобразовывали эту линейную часть к одному из канонических видов. Для 
этого составим характеристическое уравнение для линейной части 

2
2

11 113( ) 4 1 0dt dtk k
dx dx

 α − α + = 
 

, 

и вычислим характеристики 

1 2
11 11

1 1,
3

t x C t x C
k k

− = − =
α α

. 

Так как получены две действительные характеристики, то уравнение 
приведется к гиперболическому типу. Замена переменных 
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( , )
11 11( , ) , , 3 ,vu x t e k t x k t xξ η→ ξ = α − η = α −  

11 11, 3 ,x tv v v v k v k vξ η ξ η= − − = α + α  

2 2 2
11 11 11( ) 6( ) 9( ) , 2 ,tt xxv k v k v k v v v v vξξ ηξ ηη ξξ ηξ ηη= α + α + α = + +  

11 11 114 3 ,xtv k v k v k vξξ ηξ ηη= − α − α − α  

после подстановки в уравнение (13) даст равенство (14). 
Утверждение 4. Уравнение (6) с помощью замены переменных  

( , )
22( , ) , , ,vu x t e x t t tξ η→ ξ = −β =  

преобразуется к гиперболическому виду 
v v

t tv e v e v−
ξ ξ= − . 

Доказательство теоремы проводится аналогично. 

3. Построение точных решений в виде бегущих волн 
Решения вида бегущих волн называются решениями вида 

 ( )( , )v fξ η = ζ , ζ = γξ + η ,  (15) 

где величина γ  играет скорость распространения волны [16, 17]. 
Профили решений вида бегущей волны в различные моменты времени 

образуются друг из друга преобразованием сдвига. Нахождение решений  
в виде бегущих волн выполняется прямой подстановкой выражения (15) и 
частных производных функции ( , )v ξ η  в исходное уравнение. 

Для уравнений (10), (12), (14) будем искать решение в виде функции 
(15). Выразим частные производные функции ( , )v ξ η  и подставим в (12): 

 2[ ] ( )ff e a bf f f′′ ′ ′= + − .  (16) 

Так как равенство не содержит независимой переменной в явном виде, 
то его порядок можно понизить, положив: f  – новая независимая переменная, 

( )f p f′ =  – новая функция, тогда (16) сведется к уравнению первого порядка 

2[ ]fpp e a bf p p′ = + − , 

или при условии, что 0p ≠ , получаем линейное уравнение 

[ ]fp e a bf p′ = + − . 

Его решение: 

[ ] 1
1( ) 2 2
4

f fp f e a bf b C e−= + − + , 

где 1C  – произвольная постоянная.  
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Решение исходного уравнения определим из обращения следующего 
интеграла: 

 
[ ] 22

1
4

2 2

f

f
e df C

e a bf b C
= γξ + η+

+ − + ,  (17) 

где 2C  – постоянная интегрирования. 
Утверждение 5. Уравнение (12) имеет решение в виде бегущих волн 

(15), получаемое из обращения интеграла (17), где 1 2, ,C Cγ  – постоянные ин-
тегрирования. 

Следствие 3. Уравнение (10) имеет решение в виде бегущих волн (15), 
получаемое из обращения интеграла  

 ( )32 21
22 111 8

f

f
e df C

e f C
α α

= γξ + η +
α+ ,  (18)  

где 1 2, ,C Cγ  – постоянные интегрирования. 
Если в (18) постоянная интегрирования 1 0C = , то интеграл сводится  

к известному виду 
aye dy
y . 

Определенный интеграл 

( )
x te dt Ei x

t
−∞

=  

называется интегральной показательной функцией. Интеграл расходится  
в точке 0,t =  в этом случае под ( )Ei x  понимается главное значение несоб-
ственного интеграла: 

1
( ) ln ,

!

n

n

xEi x C x
n n

∞

=
= + +

⋅  

1

1lim ln ,
n

n k
C n

k→∞ =

 
 = −
 
 
  

где С – постоянная Эйлера. 
Утверждение 6. Уравнение (10) имеет решение, заданное неявно в виде 

ряда  

( )32 21
2

111

( )ln ,
! 8

n

n

vv C
n n

∞

=

α α−+ = γξ + η +
⋅ α  

где постоянная ;γ  2C  – произвольные постоянные.  
Доказательство. Выполним простую проверку, для этого выразим из 

(10) производные , ,v v vξη ξ η : 
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1
32 21

111

1 ( )
! 8

n

n

vv
v n

∞ −

ξ
=

  α α−
 + = γ
  α 

 , 

в левой части вынесем дробь 1 / v  за скобки и заменим полученную сумму 
показательной функцией 

1

1 ( ) 11 ,
!

n
v

n

vv v e
v n v

∞
−

ξ ξ
=

 −
 + =
 
 
  

в результате получим vξ : 

 32 21

118
vv veξ

α α
= γ

α
.  (19) 

Аналогичные действия приводят к vη : 

 32 21

118
vv veη

α α
=

α
.  (20) 

Продифференцируем (20) еще раз по переменной ξ , тогда 

32 21

11
( 1) ,

8
vv v e vηξ ξ

α α
= +

α
 

выполняя замену (19), получим 
2

232 21

11
( 1)

8
vv v veηξ

 α α
= γ + α 

. 

Подставим найденные производные в уравнение (10), имеем 

( )
2

232 21 32 21 32 21

11 11 11
( 1) [1 2 ]

8 8 8
v v v vv ve e v ve ve

 α α α α α α
γ + = + − γ α α α 

. 

Очевидно, что равенство выполняется тождественно. 
Следствие 4. Уравнение (12) имеет решение в виде бегущих волн (15), 

получаемое из обращения интеграла 

( )
1
2 2

1

2 ( 1) 2ln 2 ,
2 ! 2

a
b

nn

n

a b a bv v be C
b n n b

∞ −

=

− − − + + + = γξ + η + ⋅  
  

где 2,Cγ  – постоянные интегрирования. 
Утверждение 7. Уравнение (14) имеет решение в виде бегущих волн (15) 

1 21
2
11

[1 ][ ]
8

1 1
2

1( , ) ln [ ] ln ,

C

v C C e
C

α −γ γξ+η
γαξ η = + γξ + η − −  

где 1 2, ,C Cγ  – постоянные интегрирования. 
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Заключение 
Результаты исследований представляют интерес для изучения нелиней-

ных дифференциальных уравнений в частных производных, обладающих па-
рой Лакса, и могут использоваться при решении прикладных задач физики и 
техники. Данные результаты расширяют область возможностей для изучения 
задач математической теории солитонов и могут послужить основой для 
дальнейшего исследования и нахождения решений рассматриваемых уравне-
ний и других уравнений солитонного типа. 
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